Capitulo

1

Los Numeros Enteros

1.1 Introduccidon

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de los nimeros enteros
los cuales son el punto de partida de toda la teoria de ntimeros. Es-
tudiaremos una serie de propiedades basicas de este conjunto, que son
fundamentales para el posterior desarrollo de esta materia, como lo son
el algoritmo de la divisién y el teorema de la factorizacion tnica.

Advertimos al lector sobre la necesidad de estudiar cuidadosamente
el material expuesto en todas estas secciones de este capitulo, antes de
pasar a los siguientes.

El enfoque usado en estas notas consiste en exponer inicialmente las
propiedades basicas de los enteros, y a partir de éstas, ir deduciendo
propiedades més avanzadas, como proposiciones, teoremas,..etc. En
ningtin momento nos planteamos dar un tratamiento formal y riguroso
del tema de los ntmeros enteros, cosa que esta fuera del alcance de
este curso. Para un estudio completo acerca de la construccion de los
enteros a partir de los naturales, ver [1].

1.2 Definiciones Basicas

Supondremos que el lector esta familiarizado con la notacién de con-
junto y ademas maneja los conceptos de pertenencia, inclusién, unién
e interseccion.

Definicién 1.2.1 Sean A y B dos conjuntos, una funcién de A en

B, es una ley que asocia a cada elemento a de A, un unico elemento b
de B.
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Usamos la letra f para indicar la funcién, o bien el simbolo
f: A — B. El elemento b se llama la imagen de a bajo la funcién f,
y serd denotada por f(a).

Definicién 1.2.2 Sea f : A — B una funcion y E un subconjunto
de A, entonces la Imagen de E bajo f es el conjunto

f(E)={be B|b= f(c), para algin c en E}.
Es claro que f(FE) es un subconjunto de B.

Definicién 1.2.3 Sea f: A — B una funcion y G es un subconjunto
de B, la imagen inversa de G bajo f es el conjunto

[7H(G)={de A| f(d) € G}.

Definicién 1.2.4 Una funcion f: A — B se dice Inyectiva si para
todo b en B, f~1({b}) posee a lo sumo un elemento.

Observaciéon: Otra forma de definir la inyectividad de una funciéon es
la siguiente: Si cada vez que tengamos un par de elementos a y b en
A, entonces si estos elementos son diferentes, sus imagenes deben ser
diferentes.

Ejemplo: La funcién F' : IN :— IN, donde IN denota al conjunto de
los nimeros naturales, dada por F(n) = 2n, es inyectiva. ;Podria el
lector dar una demostracién de este hecho?

Definicién 1.2.5 Sea f : A — B una funcion. Diremos que f es
Sobreyectiva si f(A) = B.

Observacién: El conjunto imagen de A, se llama también el rango
de la funciéon. Luego f es sobreyectiva si su rango es igual al conjunto
de llegada.

Ejemplo: La funcion del ejemplo anterior no es sobreyectiva ; Porqué?

Ejemplo: Sea g : N — IN dada por g(n) = n + 1. Entonces esta
funcién tampoco es sobreyectiva. Sin embargo si denotamos por Z
al conjunto de los enteros y G : Z — Z, mediante G(z) = z + 1,
entonces G si es una funcién sobreyectiva.
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Definicién 1.2.6 Una funcion f: A — B se dice biyectiva si f es
myectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.2.7 Sea A un conjunto cualquiera, una relaciéon en A,
es un subconjunto R del producto cartesiano A x A.

Si el par (a,b) estd en R, diremos que a esta relacionado con b,
y lo denotamos por a ~ b, 6 aRb.

Definicién 1.2.8 Una relacion R sobre A, se dice que es de equiva-
lencia, si satisface las tres condiciones

1. Reflexiva
a ~ a para todo a en A.

2. Simétrica
a ~ b implica b ~ a, para todos a y b en A.

3. Transitiva
Sta~byb~ c, entonces a ~ c, para todos a, b y c en A.

Para cada a en A, el conjunto
[a] ={be A|b~a}
se llama la clase de equivalencia de a.

Definicién 1.2.9 Una operacion binaria sobre un conjunto A, es
una funcion g: A x A — A.

La imagen del elemento (a,b) bajo la funcién g se denota por a * b.

Ejemplos de operaciones son la suma y producto de nimeros en-
teros. También se pueden definir operaciones en forma arbitraria. Por
ejemplo, si IN es el conjunto de niimeros naturales, podemos construir
la operacion

x : INXIN—IN
(a,b) — axb=ab+ 1.
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1.3 Propiedades de los Enteros

Nosotros supondremos que el lector esta familiarizado con el sistema
de los nimeros enteros ...—2,—1,0,1,2,3,..., el cual denotaremos por
Z , asi como también, con las propiedades bésicas de adicién y multi-
plicacién. Podemos dar algunas de estas propiedades como axiomas y
deducir otras, a partir de las primeras, como teoremas.

I) Axiomas de Suma

Existe una operacién binaria en Z, llamada la suma de enteros,
la cual sera denotada por + y satisface :

1.

Cerrada
Para a y b ntimeros enteros, a + b es un ntimero entero

Conmutativa
a+ b= b+ a, para todos a y b enteros .

Asociativa
(a+0b)+c=a+ (b+c), para todos a, b y ¢ enteros.

Elemento neutro
Existe un elemento en Z llamado el cero, el cual se denota por
0, y satisface:

O+a=a+0=a

para todo a entero.

Elemento opuesto
Para todo a en Z existe un elemento, llamado el opuesto de a, el
cual denotamos por —a, y que satisface:

a+(—a)=—-a+a=0

IT) Axiomas de Multiplicacién

Existe una operacién binaria en Z, llamada producto de niime-
ros enteros, la cual se denota por -, y satisface:
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1. Cerrada
Para a y b nimeros enteros, a - b es un nimero entero

2. Asociativa
Para a, b y c enteros

a-(b-c)=(a-b)-c

3. Conmutativa

Para a y b enteros
a-b=>b-a

4. Elemento neutro
Existe un entero, llamado el uno y denotado por 1, tal que para
todo entero a se tiene

IIT) Axioma de distributividad
Para a, b y ¢ enteros se cumple que

(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c

Antes de pasar a ver otros axiomas de los nimeros enteros, como
son los axiomas de orden, necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1 Una relacion de orden en un conjunto A, es una
relacion R sobre A, con las siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica
Para todo a en A, se verifica aRa.

2. Propiedad Transitiva
Para a, b y c en A se verifica: Si aRb y bRc, entonces aRc

3. Propiedad antisimétrica
St aRb y bRa entonces a = b.
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Ejemplo: La relaciéon “Menor o igual que”, en el conjunto de los en-
teros, es ciertamente, una relacién de orden. Esto puede ser verificado
sin ninguna dificultad por el lector.

A continuacion daremos una forma, quizds un poco rigurosa, de
introducir esta relacion, usando la suma de enteros y la existencia de
un conjunto P. ( Conjunto de enteros positivos).

IV) Axiomas de Orden
Existe un conjunto de enteros, llamados enteros positivos, el cual
denotaremos por P,y que satisface:

1. Para todos ay ben P, a+ by a.bestian en P.
2. 1 estaen P.

3. Ley de tricotomia
Para todo entero a se tiene una y sélo una de las siguientes:

i) a estd en P, ii) —a estd en P, iii) a = 0.

Usando los axiomas de orden, se define la siguiente relacion en el
conjunto de los enteros:

Definicién 1.3.2 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor o
igual que b, y lo denotamos por a < b, si y solo si b — a es positivo o
cero.

Definicién 1.3.3 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor
que b, y lo denotamos por a < b si y solo sia <bya#b.

También diremos que: a es mayor o igual a b, y lo denotamos por
a > b si b es menor o igual que a.

Igualmente, diremos que a es mayor que b, y se denota por a > b,
si b es menor que a.

Observacion: El conjunto P de enteros positivos es igual al conjunto
de los nimeros naturales IN = {1,2,3,...}, como veremos a continua-
cion:



1.4. Axioma del Elemento Minimo 7

Notemos en primer lugar que 1 estd en P (Axioma 2 de orden). Por
la primera parte del axioma 1, se sigue que 2 = 1 + 1, también estd en
P. De igual manera 3 = 2+ 1, esta en P, ... y asi sucesivamente. De
esta forma se concluye que el conjunto de los niimeros naturales estd en
P. jHabran otros elementos en P ademas de estos? La respuesta a esta
pregunta, la podremos obtener como una consecuencia del teorema del
minimo elemento.

1.4 Axioma del Elemento Minimo

Los axiomas estudiados hasta ahora no son suficientes para carac-
terizar el conjunto de los niimeros enteros, en el sentido de determinar,
sin ningun tipo de duda, todas y cada una de sus propiedades. A ma-
nera de ejemplo, la propiedad de infinitud de los enteros, no se puede
derivar de ninguno de los axiomas o propiedades antes vistas. De aqui
se concluye que es necesario incluir mas axiomas, si se quiere tener
un sistema completo, suficientemente bueno como para deducir, esta y
otras propiedades que caracterizan a los enteros.

Definicién 1.4.1 Sea A un conjunto no vacio de Z , entonces diremos
que un entero a es una cota superior para A, si se cumple:

n < a, para todon en A .

Definicién 1.4.2 Diremos que un conjunto A esti acotado supe-
riormente, si A posee una cota superior.

Definicién 1.4.3 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a

del conjunto A se dice elemento maximal , si n < a para todo n en
A.

Observaciéon: La diferencia entre las definiciones 1.4.1 y 1.4.3 radica
en lo siguiente: Un conjunto A de enteros puede tener una cota superior
a, pero, posiblemente a no es un elemento del conjunto A, por tanto a
no es un elemento maximal.
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Definicién 1.4.4 Sea A un conjunto no vacio de Z . Un entero b se
llama cota inferior para el conjunto A, si se cumple:

b <z, para todo x en A

Definicién 1.4.5 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a
de A se llama elemento minimal( o elemento minimo ), si satisface:

a <x, para todo v en A .

La misma observacién que hicimos para el elemento maximal, se
aplica al elemento minimal.

’Axioma del minimo elemento

Todo conjunto no vacio de niimeros enteros positivos, posee un ele-
mento minimal.

El axioma del minimo elemento, es equivalente a otro axioma, lla-
mado Principio de Induccion, el cual damos a continuacion:

’ Principio de Induccién

Sea P(n) una proposicién que depende de un entero positivo n, y
supongamos que:

1. P(1) es cierta.

2. Si P(k) es cierta, para un entero k, entonces P(k+ 1) también es
cierta.

Luego P(n) es cierta para todo entero positivo n.
A partir del principio de induccién es posible probar una gran can-
tidad de férmulas o identidades, que involucran un nimero positivo

n.

Ejemplo: Probar la férmula:
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1
1+2+3+...+n=”(";) (1.1)

Demostracién:

A fin de utilizar el principio de induccién, haremos una proposiciéon
que depende de n, y la llamaremos P(n). Luego probaremos que esta
proposicion satisface las condiciones 1) y 2) del principio, con lo cual
se estard verificando para todo n. Por lo tanto hacemos:

P(n) = “la férmula (1.1) vale para todo n”.

Notemos en primer lugar, que P(1) se reduce a afirmar lo siguiente:

MERICED)

lo cual es evidentemente cierto.
Sea ahora, k un entero y supéngase que P(k) es cierto, esto es:

k(k+1)

1+24+3+...+k= 5

Partiendo de esta ecuacion, y sumando k + 1 a ambos lados, se tiene

k(k +1)

14243+ +k+(k+1)= +(k+1)

Luego podemos sumar los dos términos en el lado derecho de la ecuacién
para obtener:

(k+1)(k+2)
2

1424+3+...+k+(k+1) =

Vemos entonces que esta tultima férmula es igual a (1.1), con
n = k+ 1. Por lo tanto P(k + 1) es cierto, si se asume que P(k)
es cierto. Esto, unido a la veracidad de P(1), nos permite afirmar la
validez de P(n) para todo n.

)
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Ejemplo: Consideremos el tridngulo de Pascal:

donde todos los elementos situados sobre los lados oblicuos son iguales
a uno, y cada elemento interior es igual a la suma de los dos elementos
adyacentes sobre la fila anterior.

Podemos denotar por C(n,r) al elemento del tridngulo de Pascal
situado en la fila n y en la posicién r (dentro de esta fila).

Luego se tendra
C(0,0) =1

C(1,00=1, C(1,1)=1
C2,00=1, C2,1)=2, C(@2,2)=1

y asi sucesivamente.
En general se tiene la férmula

C(n,r)=Cn—1,r—1)4+C(n—1,r)

Este tipo de férmula, en donde un elemento se define en funcion
de los anteriores se llama férmula de recurrencia. La posibilidad
de definir elementos enteros mediante esta técnica de la recurrencia se
debe al principio de induccién, ver [1].

Existe otra forma de expresar los coeficientes del triangulo de Pascal,
explicitamente en funcién de n, la cual probaremos usando induccion.
Mas precisamente:
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Proposicién 1.4.1 Sin es un entero positivo, entonces se tiene

|
C(n,r) = S 0<r<n. (1.2)

(n—r)r

Demostracién:

Denotaremos por P(n) la proposicién (1.2), y probaremos que P(n)
es cierta para todo n, usando el principio de induccién.
El primer paso de la induccion corresponde a n = 0, lo cual nos da:

0!

L=0C0.0 = 550

siendo esto cierto, se tiene que P(0) es cierto.
Sea n un entero positivo cualquiera, y supongamos que la relacion
(1.2) sea cierta. Luego debemos probar P(n + 1):

(n+1)!

1) 0<r<n+1

Cln+1,r)=

Sea r entero positivo, 0 < r < n + 1. Luego usando la férmula de
recurrencia para C'(n + 1,7) se obtiene:

Cn+1,7r) = C(n,r)+C(n,r—1)

B n! N n!
 n=r)l! T (n—r+ D! (r—1)!
(r+1)!
(n+1—=n7)r!
Si r =0, se tiene:
(n+1)!
C 1,0)=1=
(n+1,0) (n+1-0) o0
Sir=n+1 se tiene:
(n+1)!

Cn+1l,n+1)=1=

(n+1)—(n+1)! (n+1)!
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Por lo tanto, hemos demostrado la veracidad de P(n + 1), a partir
de la veracidad de P(n) . Luego la férmula (1.2) es cierta para todo n.

)

Observacién: Los nimeros C'(n, r) son los coeficientes de la expansion
del binomio (z + y)™ y por ello se les llama coeficientes binomiales

Ejercicios

1) (Binomio de Newton) Sean z e y nimeros reales cualesquiera y sea
n un entero positivo. Probar

w3 (7)o

r=1

2) La sucesién de Fibonacci. La sucesion a,, definida por recurrencia
ap=0,a1=1...,a,41 = ap+a,_1, se denomina sucesion de Fibonacci.
Demostrar, usando induccién sobre n, que el término general de esta
sucesion viene dado por:

(7)) w2

NAUP NP

Ay =

3) El Nimero de Oro:

El ntimero ¢ = (H—Q\/g) que aparece en la sucesion de Fibonacci, se

llama el Numero de Oro y posee propiedades muy interesantes. Este se
obtiene como el cociente de los lados del rectangulo de lados a y b, tal
que es proporcional al rectangulo de lados b, a + b. Esto es

b_a+b

a b

b
Probar que el radio — es igual a .
a
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4) Si a,, es el término enésimo de la sucesién de Fibonacci, probar

. Ap41
lim =

n—oo an

5) Usando el principio de induccién, probar las férmulas

nn+1)2n+1)
6

2. 1434+54+7+...42n—1=n?

1. 14+22432+... 4+n*=

3.1 4+24+22 4234+, 4 2vl=02n_1

6) Probar

7) Probar

() () e () =)

8) Probar que no existe un nimero entero = con la propiedad:
0<z <l

Ayuda: Suponiendo que tal x exista, consideremos el conjunto de en-
teros positivos {x,z2, ...}, el cual es distinto del vacio y no tiene ele-
mento minimal. Esto contradice el axioma del minimo elemento.

9) Usando el ejercicio anterior, probar que si n es un ndimero entero

cualquiera, entonces no existe entero x con la propiedad:

n<r<n+1

10) Probar el principio de induccién a partir del principio del minimo
elemento.

11) Probar que el conjunto de los nimeros enteros no esta acotado
superiormente.
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12) Probar que en Z valen las dos leyes de cancelacién, es decir, para
todo a, by cen Z, con a # 0, se tiene

ab=ac=b=c
ba =ca = b=c
13) Probar que si a y b son dos enteros diferentes de cero, entonces
ab=0=—=a=0 6 b=0
14) Demuestre que no existe un entero a # 0, con la propiedad.

a+x=ux,

para todo x entero.

15) Probar que toda funcién inyectiva f : A — A, donde A es conjunto
finito, es sobre.

16) Demuestre que cualquier elemento a € Z satisface:
i) a™.a” = a™tm
i1) (™)™ = a™™,
para todos m y n enteros.

17) Una particién en un conjunto A, es una familia de subconjuntos
{A;} de A, tales que.

i) A;NA; # 0, parai # j.

i>1

Probar que toda relaciéon de equivalencia en A determina una par-
ticién
18) Demuestre que cualquier conjunto de niimeros enteros acotado su-
periormente posee un maximo.

19) Demuestre que si a es un entero positivo y b es un entero negativo,
entonces ab es negativo.

20) Demuestre que si a y b son impares, entonces su producto es un
nimero impar.
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1.5 Maximo Comun Divisor

En esta seccidén estudiaremos el famoso teorema de la division de los
nimeros enteros, y algunos resultados importantes que se derivan del
mismo.

Teorema 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero arbitrario. En-
tonces existen enteros p y q, unicos, tales que

b=qa+r, 0<r<a.

El entero q se llama el cociente y r se llama el resto

Demostracién:

Primero, probaremos que ¢ y r existen, y posteriormente, probare-
mos que ellos son tnicos.

En primer lugar, si b = 0, tomamos ¢ = r = 0.

Sea b distinto de cero y consideremos el conjunto

D = {b—wua | u es un entero}

Este conjunto contiene enteros positivos, pues si b > 0, basta tomar
u = 0.

Si por el contrario b < 0, hacer u = b, con lo cual b — ba > 0, y
b—ba e D.

Por lo tanto el conjunto D, de elementos no negativos de D es
diferente del vacio.

Por el axioma del minimo elemento, este conjunto posee un elemento
minimal r el cual pertenece a DV.

Asi pues, existe un entero ¢, tal que

r=>b-—qa,

o bien
b=qa+r, 0<r.

Si suponemos r > a, se tiene r — a > 0 y por lo tanto

b—ga—a=0b—(qg+1)a>0.
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Esto es,
b—(q+1ae D"

b—(¢g+1)a<r,

lo cual contradice la minimalidad del elemento r. Luego se debe tener
r < a.

Unicidad:
Supongamos que existen otro par de enteros ¢’ y r’ los cuales satis-
facen
b=da+1r, 0<7 <a.

Probaremos que ¢ = ¢ , para lo cual supondremos que ¢ > q.
Luego se tiene

O0=b—b=(da+7r)—(qa+71)=(¢ —qa— (r—1"),
de donde se obtiene

d—q@a=r—7r">a
lo cual es una contradiccién, pues r—r’ < a. Similarmente si suponemos
g > ¢ llegamos a la misma contradiccién. Por lo tanto, se debe tener
qg=¢,y de esto se sigue r = 1’.

)

Definicién 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero cualquiera.
Diremos que a divide a b, y lo denotamos por a | b, si existe otro
entero ¢ tal que b = ac.

También se dice que b es divisible por a, o bien a es un divisor
de b. El concepto de divisibilidad es uno de los mas importantes en
toda la teoria de ntumeros. Uno de los problemas ain no resueltos,
consiste en hallar todos los divisores de un niimero cualquiera dado.

Algunas de las propiedades basicas de la divisibilidad, se exponen
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.1 Sean a, b y ¢ enteros distintos de cero. Entonces
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4. Stalbyb]|c, entoncesa]| c.
5. Sia|buyalc, entonces a | bx + cy, para todo par de enteros x e
v.
Demostracion:
Ejercicio. '

Definicién 1.5.2 Sean a y b dos enteros positivos. Un entero positivo
d, se dice Maximo Comun Divisor entre a y b, si y solo si satisface

1.d|ayd]|b

2. Si ¢ es otro entero positivo con la condicion :

cla y c¢|b, entonces c|d.

El entero positivo d, se denota por d = (a,b). De acuerdo a la
definicion, se tiene que el Maximo Comun Divisor d, es el mayor de los
divisores comunes de a y b.

Ejemplo: Hallar el Maximo Comun Divisor entre 12 y 18.
En primer lugar, buscamos por tanteo, todos los divisores comunes
de ambos nimeros

Divisores de 12 : 1, 2, 3, 4, 6 y 12.
Divisores de 18 : 1, 2, 3, 6, 9 y 18.
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Es evidente que el mayor divisor comin es 6, y por lo tanto con-
cluimos

(12,18) = 6.

Existe un método practico para calcular el Maximo Comun Divisor
entre dos numeros, el cual estda basado en el algoritmo de division. Este
método, llamado Método de Euclides para el M.C.D. consiste en
una serie de divisiones sucesivas y, el Maximo Comun Divisor se obtiene
como uno de los restos en el proceso de division. Ademas de dar una
forma constructiva de calcular el M.C.D., permite al mismo tiempo dar
una demostracién de la existencia de éste.

Teorema 1.5.2 Método de Euclides
Dados dos enteros positivos a y b, el Mdzimo Comain Divisor entre
ellos, d = (a,b), siempre eziste.

Demostracién:

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que b > a > 0. Luego
por el teorema de division, existen enteros ¢; y r; tales que

b=qa+r, 0<7r <a.

Si r; = 0, entonces b = gia y por lo tanto (b,a) = a, con lo cual
queda demostrado el teorema.

Si r # 0, podemos aplicar de nuevo el teorema de la divisiéon, para
obtener un par de enteros ¢o, 75 tales que

a=qri+ry, 0<ry<nr

Continuando de esta manera, se obtiene una sucesién de enteros
positivos decrecientes: r; > 19 > ... > 0. Es evidente que esta sucesion
es finita y por lo tanto existe n, tal que r, # 0 y r,.1 = 0. Luego
existen enteros qi1,qa, ... qn+1,71,72, - - -,y que cumplen las relaciones:
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aqiy + ry, O<T1<b

a = Triga+ry, 0<ry<nr

rn = Toq3+r3, 0<1r3<ry
Theo = Tno1Qn+7Tn, 0<r,<Tn_1
'm—1 = Tn4n+1

Afirmamos que (a,b) = r,.

En primer lugar, notemos que de la ultima ecuacién se tiene que 7,
divide a r,,_; . Por lo tanto, 7, | (rp_1¢, +7x), es decir r,, divide a r,,_5.
Continuando de esta manera, llegamos finalmente, a que r, divide a
todos los demaés r; . En particular

Tn|7T1 Yy rn|re, implicaque 1, |7rige + 12

luego 7, | a.
Igualmente, usando r,, | a y r, | r1 se deduce r, | b.
Finalmente, si ¢ es un entero positivo que divide a a y a b, se tiene

C‘b_a(h?

o sea, ¢ | 1. Continuando de esta manera, se tiene que ¢ | r; para todo
iy por tanto ¢ | r,.

Con esto hemos demostrado las dos condiciones de la definicion de
Maéaximo Comun Divisor para r, y por lo tanto (a,b) = r,,.

[ )

Ejemplo: Podemos calcular el Maximo Comun Divisor entre 672 y 38,
usando el método anterior, para lo cual haremos las divisiones corres-
pondientes. Luego
672 =17-38+ 26
38=1-26412
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26=2-1242
12=6-2
El tdltimo resto diferente de cero es 2, luego (672,38) = 2.

En la demostracion del teorema anterior, obtuvimos las ecuaciones

rn = b—aq
Ty = a—Tig2

Tn—1 = Tn-3 — Tn—2qn-1
'nm = Tpn—2 —Th—-14n

Observamos que el Maximo Comtn Divisor entre a y b, dado por 7,
viene expresado en funciéon de r, o y r,_1. Ahora bien, en la penultima
ecuaciéon se puede reemplazar r,_; en funcién de r,_o y 7,_3. Conti-
nuando de esta forma, podemos ir sustituyendo los valores de r; en
funcién de los anteriores, hasta que tengamos r, en funcién de a y b.
Asi pues hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 1.5.3 El Mdximo Comin Divisor entre dos enteros a y b, se
expresa como combinacion lineal de a y b. Es decir, existen enteros x
ey tales que

(a,b) = ax + by

Ejemplo: Podemos expresar el Maximo Comun Divisor entre 672 y
38 como combinacion lineal de ambos, para lo cual usamos las cuatro
ecuaciones del ejemplo anterior.

= 26—-2-12
= 26—2- (38— 26)
3.26—2-38

= 3-(672—-17-38)—2-38
= 3-672—-53-38

NN N NN
Il
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Una de las aplicaciones de mayor utilidad que ofrece el teorema de
la division, es la representacion de cualquier niimero mediante combi-
nacion lineal de potencias de 10.

Teorema 1.5.4 Si b es un entero posilivo, entonces existen enteros
Unicos ro,r1,...,r, tales que

b=r,10" +7r,_110" 1 4+ ...+ 7110 + 7o

con 0 < r; <10 para todo 1.

Demostracién:

Usaremos induccién sobre b. Si b = 1 es cierto. Supongamos el
resultado cierto para todo entero menor que b, y probaremos la afir-
macién para b. Podemos dividir b entre 10 para obtener enteros tinicos
qy o tales que

b=q-10+179, 0<ry<10

Como ¢ es menor que b, aplicamos la hipdtesis de induccién a q.
Luego existen enteros unicos rq,79,...,7, , con 0 < r; < 10 , tales que

g=r 10"+ 41041
Por lo tanto
b= (ri+r10+...+7,10"1)10 + 7o

=r,10" + ...+ 7110+ ro
Es claro que todos los 7; son tnicos. Con esto termina la demostra-
cién.

)

Definicién 1.5.3 Dos enteros positivos a y b, se dicen primos rela-
tivos si el Mdximo Comain Divisor entre ellos es uno.
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Ejemplo: Los enteros 20 y 9 son primos relativos, pues (20,9) = 1.
Notese que 20 y 9 no son nimeros primos.

El siguiente resultado, que caracteriza las parejas de enteros primos
relativos, sera de mucha utilidad en el futuro:

Teorema 1.5.5 Dos enteros positivos a y b son primos relativos, si y
solo si existen enteros x ey tales que

ar+by=1

Demostracion:
Es claro que existen enteros x e y, tal que
ar+by =1

pues 1 es el Maximo Comun Divisor entre a y b.

Por otro lado, si suponemos ax + by = 1, para algunos enteros x e
y, podemos probar (a,b) = 1. En efecto, si ¢ es un divisor de a y b, se
tendra que c divide a ax + by, o sea ¢ divide a 1. Luego ¢ =1, y por lo
tanto el Maximo Comun Divisor entre a y b es 1.

)

Definicién 1.5.4 Sean a y b dos enteros positivos, el minimo comun
multiplo entre a y b, es otro entero positivo ¢, el cual satisface:

l.alcyb]c
2. Si e es otro entero, tal que a | e yb|e, se tiene c | e.

De la definicion anterior se sigue que ¢ es el menor miltiplo comiin
entre a y b.
Usaremos la notacion :

[a,b] = minimo comun multiplo entre a y b.

Proposiciéon 1.5.2 Sean a, b, y c¢ tres enteros positivos, tales que
(a,b) =1 ya|bc. Luego al|c.
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Demostracion:
Por el teorema anterior, existen enteros x e y tales que
ar+by =1
Multiplicando por ¢ tenemos
caxr + chy = ¢

Por hipétesis, sabemos que a | be, luego a | cby. También se tiene
a | cax, y por lo tanto concluimos

a | cax + cby

lo cual implica que a | c.

)

Para finalizar esta seccion, daremos una serie de propiedades fun-
damentales del Maximo Comun Divisor:

Proposiciéon 1.5.3 Sean a, b y ¢ enteros positivos. Entonces

1. Sim es otro entero tal que m | a y m | b se tiene
a b\ (ab)
m'm)  m

2. Sin es cualquier entero

(na,nb) = n(a,b)

a b
279
(74)

4. Si x es cualquier entero, entonces

3. Si (a,b) = d, entonces

(b,a + bx) = (a,b)
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Demostracién:

1) Sea d = (a,b), y probaremos

a by _d
m' m] m

Notemos en primer lugar que d/m es un entero. En efecto se tiene
ax + by = d, y por lo tanto

a b d
m m m
en el lado izquierdo de la ecuacién tenemos un entero, luego d/m es
entero.
Por otra parte, como d divide a a, se tiene que d/m divide a a/m.
Igualmente se tendra que d/m divide a b/m.
Finalmente, si ¢ es otro entero que divide a a/m y b/m, se tendrd

a b
—=cj y —=ck
m m
para algunos enteros j y k.
Multiplicando ambas ecuaciones por m nos da
a=mcj y b=mck
de donde obtenemos

mcla y mcl|b

Usando la definiciéon de Maximo Comun Divisor para d, se tiene que
d divide a mec, y por lo tanto d/m divide a c.
Asi pues, hemos probado 1).

2) Usando 1) se tiene

<m®=@?“>:wwm

n n n

luego
n(a,b) = (an,bn)
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3) Usar 1) con m = (a,b).

4) Observar que (a,b) | a 'y (a,b) | b. Luego (a,b) | ax +b .
Si ¢ es un entero que divide tanto a b como a a + bz, se tendra

c| ((a+bx)—bx)

y en consecuencia ¢ | a.
Luego ¢ divide al maximo comun divisor entre a y b, el cual es d.
Asi pues, hemos probado (b,a + bx) = (a,b) = d.
[ )

Ejemplo:
(200, 300) = (2,3)100 = 100.

Ejercicios

1) Usando el algoritmo de Euclides, hallar
a) (122,648)
b) (715,680)
c) (1581,206)
d) (3742, 843)
e) (120, 560)
f) (458, 1290).

2) Demuestre que si (a,b) = 1, entonces:

(a—ba+b)=1, & 2.

3) Demuestre que si ax + by = m, entonces (a,b) | m.
4) Demuestre que si (b, c¢) = 1, entonces para todo entero positivo a, se
tiene (a,bc) = (a,b)(a,c).

5) El Maximo Comtn Divisor para tres nimeros enteros positivos a,
by ¢, denotado por (a,b,c) se define como el entero positivo d que
satisface:
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l.d|a, d|b y d|c
2. Si f es otro entero tal que f | a, f|by f|centonces f|d.

Probar que (a,b,c) = ((a,b),c) = (a, (b, c)).

6) Hallar el Méximo Comun Divisor de
a) (23,12,18)
b) (90, 80, 56)
¢) (65, 20, 190).

7) Hallar una solucién en numeros enteros de la ecuacién
21z + 25y =1

8) Probar que el minimo comin miiltiplo entre dos enteros a y b siempre
existe.

9) Demostrar la formula

ab
[a7 b] - ((l, b)
10) Usando la férmula anterior, calcular
a) [12,28]
b) [120,50]
c) [34,62]
d) [88, 340].

1.6 Teorema de Factorizacion Unica

Definicién 1.6.1 Un entero positivo p, distinto de 1, se dice que es
primo si los unicos divisores de p son 1 y p.

Ejemplo: Los ntmeros 2, 3, 19 son primos.

Los nimeros enteros positivos que no son primos, se les llama com-
puestos, como por ejemplo 6. Es decir, todo niimero compuesto es de
la forma

m = mims,
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donde 1 <my <myl<mg<m.

Los ntimeros primos y su distribucion dentro de los ntimeros en-
teros, han sido estudiados desde la antigiiedad. Ellos han ejercido una
atraccion fascinante sobre los matematicos, debido a la forma tan irre-
gular como aparecen en la sucesion de los enteros. Muchos matematicos
han tratado en vano de hallar una féormula que genere exclusivamente
numeros primos. Asi por ejemplo, Pierre Fermat conjeturé que todo
nimero de la forma

s(n) =2%" +1

era primo. Esto lo comprobé para n= 1,2,3 y 4. Sin embargo en 1732
Leonhard Euler demostré que s(5) no era primo.

Existe una gran cantidad de problemas, atin no resueltos, sobre
los nimeros primos. Algunos de ellos seran tratados en las proximas
secciones.

El método mas elemental para hallar la sucesion de los primos,
es el llamado Criba de Eratostenes. Este consiste en colocar los
numeros enteros positivos en orden creciente, formando diez columnas
de la siguiente forma

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Entonces comenzamos por eliminar de la lista todos los nimeros
pares, luego los multiplos de tres, luego los de cinco, ... y asi sucesi-
vamente, hasta agotar todos los nimeros compuestos. Es evidente que
los restantes nuimeros en la lista seran todos los ntimeros primos.

Teorema 1.6.1 Todo niumero entero positivo, mayor que uno, puede
ser factorizado como un producto de niumeros primos.
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Demostracién:

Sea m el nimero en cuestién. Usaremos induccién sobre m, para
probar la proposicién “m puede ser factorizado como un producto de
primos”.

En primer lugar, la proposicién es cierta para m = 2, pues 2 mismo
es un numero primo. Supdngase la veracidad de la proposicion, para
todo niimero menor que un cierto k, es decir, todo ntimero menor que k
y mayor o igual a dos, puede ser factorizado como producto de primos.

Consideremos ahora k. Si k es primo, entonces no hay nada que
probar y el resultado sera cierto para k. Si por el contrario, k resulta
ser compuesto, entonces tenemos

k= mi1me

donde 2 <my; <ky2<my<k.

Podemos entonces aplicar la hipétesis de induccion, tanto a m; como
a msy, es decir cada uno de ellos se factoriza como un producto de
primos. Luego

my = pip2---Ps
M2 = q192 - - - qi
donde los p;, ¢; son nimeros primos.

Por lo tanto tenemos

k=mimo=pip2...psqiq2 - - - G

esto es, un producto de primos.

)

Observacién: Es posible tener algunos primos repetidos en la facto-
rizacion de un numero compuesto. Por ejemplo 24 = 2.2.2.3 . En todo
caso, podemos agrupar aquellos primos iguales usando potenciacion.
Esto es todo entero positivo n puede ser escrito de la forma

n=pips*...pd (1.3)

donde los p; son todos primos diferentes y los «; son mayores o iguales
a uno.
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La siguiente proposicién es fundamental para la demostracion del
teorema de factorizacién tnica.

Proposiciéon 1.6.1 Sean p,py,pso,,...pn numeros primos, tales que
plpi1pe...pn - Entonces p = p; para algin i.
Demostracion:

Usaremos induccion sobre n.
Para n = 1, el resultado es cierto. Supongamos que p es distinto de
p1, entonces tenemos

(p,p1) =1 y p|pi(paps...pn)

Luego por la proposicién 2 se obtiene
plp2ps...pn
Usando la hipdtesis de induccién, se concluye que p = p; para algin

)

Teorema 1.6.2 Todo numero entero positivo n, tiene una factoriza-
cion unica de la forma

— 12 (0
n=p Py ...0g°
Demostracién:

Supongamos que n tiene dos factorizaciones distintas

n:p‘f“...pg‘squl...qft (1.4)

Probaremos en primer lugar que s = t y posteriormente probaremos
que para todo i, con 1 <17 < s, se tiene

pi =qj, paraalgin jy ;= pf;.
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Usaremos induccion sobre n. Sin = 1, entonces la tesis del teorema
se cumple.

Supongamos que el teorema es cierto para todo entero positivo k,
con k < n y probemos el resultado para n.

Sea entonces n como en (1.4). Notemos que p; divide al producto de
primos qf o qtﬁ ‘) luego por el lema anterior p; debe ser igual a alguno
de ellos, digamos ¢;. Podemos entonces cancelar p; en ambos lados de
(1.4), con lo cual tendremos que n/p; posee dos factorizaciones. Si se
aplica entonces la hipotesis de induccién se obtiene el resultado.

)

Uno de los primeros resultados acerca de los nimeros primos, y que
aparece demostrado en Los Elementos de Euclides, es el siguiente.

Teorema 1.6.3 FEuxisten infinitos numeros primos.

Demostracién:

Supongase que hay solamente un ntimero finito de primos, digamos
D1, P2, - - -, Pn- Entonces el niimero

T=pip2...pn+1

puede ser factorizado como producto de primos.
Sin embargo, ningin primo p;, de los antes mencionados, puede
estar entre los factores de z, pues p; no divide a z; jPor qué?

)

Ejercicios

1) Hallar la descomposicién en factores primos de
a) 165
b) 670
c) 124
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d) 1567
e) 444.

2) Por medio de la Criba de Eratdstenes, hallar todos los primos me-
nores que 200.

3) Probar que si n no es primo, entonces n tiene un divisor primo, el
cual es menor o igual a /n .

4) Usando el resultado anterior, implemente un algoritmo de com-
putacién para determinar cuando un niimero es primo.

5) Determine cudles de los siguientes nimeros son primos:
a) 941
b) 1009
c) 1123
d) 1111
e) 671
f) 821.

6) Algunos primos son de la forma 4k + 1, como por ejemplo, 5, 17,
101, ... etc. Probar que hay infinitud de ellos.

7) Demostrar que 252 — 1 no es primo.

8) Sea
a=pt...py"
Y o
b=opi ... p,

entonces probar
(a,b) = po* ... por
donde §; = min{ay, 3;} .

[a,b] =pi"...pk"

donde v; = max{a;, B;}

9) Use el ejercicio anterior para hallar
a) (240,45)
b) [240, 45].
¢) [1650, 7800]
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d) [235, 7655]

10) Probar que v/5 es un nimero irracional.

Los Numeros Enteros



