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Ley de conservacion del precio final en el modelo de Black Scholes
Sukhomlin Nikolay*

Resumen. El acanceprincipa del articulo eslaconstruccion delaley de conservacion
gue corresponde a la solucion «clésica» de Black-Scholes. La introduccién de la nueva
caracteristica«psi» sevuelve muy eficaz paraencontrar dichaley. Estacantidad representa
la funcion de Green y se manifiesta como factor en varias soluciones de la ecuacion de
Black-Scholes. Lamencionada ley de conservacion nos permite formular un método de
medicion experimental de la volatilidad. Ademas se destaca € papel importante de la
elasticidad-precio en & marco del modelo de Black-Scholes. Encontramos el operador
para el cua la solucion «clasica» es una funcién propia
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Final price conservation law in the Black-Scholes mode

Abstract. Themain result of this paper isthe construction of the Black-Scholes model
Conservation Law. We introduce the new «Greek» characteristic which is very effective
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0 Introduccion

Durante los Ultimos 15 afios se desarroll 6 una tendencia de acercamiento
entre lafisicay las finanzas en donde se utilizan varios modelos de la fisica
estadistica, de las simulaciones computacionales aplicados a finanzas, etc.
Bouchaud y Potters (2003), Heath y Platen (2003), Silberberg (2001). Esta
establecido el papel similar delaenergiay el del total de dinero en un sistema.
Sin embargo permanece la dificultad de expandir los conceptos de leyes de
conservaciony delasimetriaen model os econémicosy financieros, ademas que
laideade labusgueda de leyes de conservacion en el modelo de Black Scholes
no es nuevaautorescomo DeLedny Martin de Diego (1997), Ibragimov (1994),
Mete (2005), Gazizov e lbraguimov (1996), Pooe, Mahomed y Waho (2003).

Estas leyes de conservacién no sustituyen la ecuacién que describe la
evolucion del sistema dinamico, sino que lo hacen més consistente, simplifican
€l estudio, entregan informacién complementaria sobre €l proceso. A menudo
dan la posibilidad de avanzar en el estudio del comportamiento del sistema
dindmico sin resolver la ecuacion de evolucion.

Ademas permiten realizar el analisis cualitativo, plantear de manera
coherente el problema de resolucién numéricade laecuacién principal y ayudan
enlaformulacién de condicioneslimitantes(iniciales, defronteraetc.). Posibilitan
el planteamiento del problema de la estabilidad de la evolucién, facilitan la
elaboracion de conceptos nuevos de la teoria, etc. Se conoce que cada ley de
conservacioén corresponde a una simetria especifica del sistema dinamico. La
ventaja de leyes de conservacion y de la simetria correspondiente esta en €l
hecho que su existenciano depende de coordenadas en las cuales esta escritala
ecuacién de evolucion. Por egemplo, en el articulo Ayache Ele (2001) se sugiere
laimportanciadelas|eyes de conservacion por larazén que justamente poseen
tal propiedad covariante.

Asi laconstrucci6n deleyesde conservacion necesitadl estudiodelasimetria
del sistemadinamico. En estudios anteriores Sukhomlin N. (2004) fue planteado
€l estudio sistemético de la simetriadel modelo de Black-Scholes, se construyo
las|eyes de conservacion diferencial es hastatercer orden y en un enfoque local
se encontrd cinco clases de nuevas soluciones. En este articulo aplicando el
concepto deleyesde conservacion al model o se construyelaley deconservacion
correspondiente alasolucién «clasica».
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1 Laecuacion de Black-Scholes y la solucion «clasica»

La ecuacion principal del modelo de Black-Scholes de mercados financieros
internacionales de bienes derivados es:

2
AV = i + lszza—z + rxi - r¢V(t,x) =0
ot 2 0x 0 x

(1

endonde V' (¢, x) eselvalorde laopcion de comprar un bien financiero
(valor basico) con el precio x en el momento # con las constantes reales:
volatilidad g (o #0) ytipo de interés fijo sin riesgo 7. En el modelo de
Black Scholes la ecuacion (1) se deduce a partir de un proceso estocastico de
tipo de difusion y esta ligada con la ecuacion de difusion. Este problema estd
bien desarrollado en la literatura cientifica a partir del trabajo pionero de Black
Scholes en 1973 (véase por ejemplo Wilmott, Howisan Dewynne (1995), Gazizov
e Ibraguimov (1996), Silverman (1999), Pooe, Mahomed y Wafo (2003),
Sukhomlin (2004)). Se conoce que la transformacion:

r=-0°t+const, é=In(x/K), (2a)

V(t,x)= U@, &) expifInx+(B -1)c’%/2}, (@b

L =

(2¢)
convierte la ecuacion (1) en la ecuacion de difusion:

oU 1 0°U
- +

= = 0. Naturalmente, la dimension de la constante
or 2 0¢&°? ’

r_r
2 o

arbitraria K se clige igual a la dimension de la variable x. Asi las nuevas
variables { 7, & no tienen dimensiones.

Este hecho explica un gran paralelismo entre los dos modelos. Pero existen
diferencias claras, por ejemplo: a la condicion inicial para la ecuacion de difusion
corresponde la condicion final para la ecuacion de Black Scholes ya que la
«difusion» en el modelo de Black Scholes se hace «hacia el pasado». La ecuacion
de difusion representa la ecuacion directa de Kolmogorov, mientras que la de
Black Scholes es la ecuacion inversa (retrograda) de Kolmogorov.
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Usando laderivacion respecto con In X, laecuacion deBlack Scholes se
convierte justamente en una ecuacion de la «difusion inversa»: sea la
transformacién t¢ = t, X( = In X. Calculando las derivadas en nuevas

coordenadas se llega alaecuacion siguiente:

1 s® T | y
oy s - s 1 - ryV(tEx®) = 0
e 29x€ U Ixe rg( X '

—_——

Visto quelossignosdelanteladerivadarespecto con el tiempoy lasegunda
derivada respecto con el logaritmo del precio son iguales, se constata que esta
ecuacion justamente describe la «difusion hacia el pasado». En otras palabras
representa la ecuaci én retrégrada de Kolmogorov.

Esta Gltima transformacion despeja claramente el sentido de ambos
pardmetros de la ecuacién de Black Scholes: g 2 representa el coeficiente de
difusién constante «durante dicha difusion inversa» lo que corresponde a su
denominacién volatilidad. Laconstante r esresponsable delaactualizacion
del precio de la opcion y representa la caracteristica de la «fuente» segun la
terminologia de fisica (es negativa en este caso).

Esnotable que el término con laprimeraderivadaque describelatendencia
de precios en el mercado esté definido por el parametrosindimension b . Esto
representaunade varias manifestacionesde un papel importante de este pardmetro
en el modelo de Black Scholes; véase también la formula (2b).

Algunos autores como Wilmott, Howison y Dewynne (1995) lo utilizan en
orraforma k © 2r/s? loqueesigua a 1 - 2b. Otros autores lo
agrupan con el factor con dimensiones g 2, denotando por unasolaconstante
el coeficiente S ?b  del término responsable de la tendencia, pero se vuelve
mas comodo introducir un pardmetro sin dimension.

La solucion «clésica» de la ecuacion de Black Scholes es la construccion

siguiente véase por ejemplo Wilmott, Howison y Dewynne (1995), Stampfli y
Goodman (2001), Sukhomlin y Jacquinot (2006):

V,(t, x) = xF (d,) - A(t)F (d,), (3a)

A(t)y°e Ke TV (3b)
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con lafuncién de distribucion normal ;

F(a)° ﬁ_qﬁ‘)e'“z’zdw (4)
L ° Inx_t$+(1- b)t, (5a)
d, ° w - bt (5b)
t ©s (T-t. (6)

Esclaroque d; = d, + t. La constante K se interpreta como €l
precio de gercicio, T = fechadevencimiento, t |1 [0, T]. Laeleccion del
argumento tnico d, (t, X) (6 d, (t, X)) enel factor F () simplifica
mucho la solucién de la ecuacion porque finalmente convierte la ecuacién
diferencia parcial en una ecuacion diferencial ordinaria. Esto se verifica sin
dificultades sustituyendo la solucién (3a) en la ecuacion de Black Scholes.

2 Ley de conservacion del precio final

Se logra gran simplificacion del problema de construccion de la ley de
conservacion correspondiente a la solucién «clasica» de Black Scholes si
introducir lafuncion auxiliar Y  siguiente:

Y © 12V, /(Inx)* - IV, /1(n X) (7)

Para encontrar la expresion explicita de la caracteristica Y se denota:
F(z) © dF /dz y secalculaestaltimaderivada usando las formulas

(30), (4), ®) y (6):
1 (d, + )20 _

i
Fqd,) = expi -
SN PTI 2
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] t(d, +d,) 0
b

= Fd;) ep |- = %A(t)wdz).

Asi sellegaaunarelacion Util:
xF(d,) = A(t)F(d,) .

Utilizando esta formula se puede ahora concluir que la definicién (7) se
escribe como sigue:

Y = ZxFUd,) = S A FAd,) -
= v® [Elasticidad- precio deV® - 1],
aqui VP ° TV, /9 (InX).

Laelasticidad-precio dela caracteristica Y  ser&

fny _ 1

o

(InX-InK)+ b (8)

v TIn x t 2

Ladltima igualdad permite construir laley de conservacion correspondiente
alasolucion «clasica» de Black Scholes en forma bastante sencilla:

t?(E, - b) +Inx=1InK = const. (9)

Estaley describe laconservacién del precio final K pactado enlaopcién.
Laley (9) esta escritaen términos de la caracteristica auxiliar 'y , abgjoenla
formula (17) presentamos la misma ley en términos de la solucion «cléasica»

V,.

152



Sukhomlin, Nikolay: Ley de conservacion del preciofinal en el Modelo de...

3. Método experimental de medicién del cociente 1 /S 2
Es notable que segun la férmula (8) la elasticidad-precio del parametro
Y seaproporciona a logaritmo del precio del valor basico. Ahoraesoportuno

discutir su variacién con el tiempo, laFigural ilustra esta dependencia.

Fig. 1. Elasticidad-precio

E, R dela caracteristicaauxiliar Yy
(b >0)-
ol
b
bs?(T-t)
» In(XK)

0 PN

Conforme a la relacién (8) es fécil de constatar que la elasticidad-precio
EY se presenta como una recta decreciente con el coeficiente de
proporcionalidad negativo igual a - 1/t . Asipara t ® T susvalores
tiendenal - ¥ s x > K ya +¥ s x < K (b >0).

Conel tiempolagraficade E, rotaalrededor del puntofijo (0, b) en
ladireccién de las manecillas del reloj para presentarse como larectavertical en
el momentofinal t = T , en estemomento se pierde el concepto de el asticidad
paralacaracteristica Y . Laelasticidad-precio E,, novariacon el tiempo en
el punto X = K yesigual a pardmetro sin dimension b definido en (2c).

Este dltimo hecho abre las posibilidades de medir experimentalmente €l
coeficiente r /s 2 como sigue: setomaunaserietemporal devaloresdeopciones
V (t, X), se construye la caracteristica auxiliar Yy de (7) y se calcula su
elasticidad-precio EY . Graficdndolo ahora, se encuentra el punto de
interseccién delagrafica EY como funcion de In (x/K) queesigud a parametro

I s 1 r
sindimension b °© = - — .
2 s
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Asi experimentalmente se encuentra el coeficiente r/s 2 Visto que la
tasa r suele ser dada, se destaca la posibilidad de medir la volatilidad. Se
recuerdaque en el marco del modelo de Black Scholeslavolatilidad se considera
como una constante o que en realidad es una aproximacion.

En cualquier momento del tiempo el sistema se vuelve absolutamente
inelastico en laposicion Inx=INK + bs ?(T - t). Este «punto de
inel asticidad» evoluciona haciael valor: INK con t® T.

Utilizando las definiciones tradicionales de las caracteristicas |lamadas
«Griegos»:

v 1°V
Do —, G o
introducida arriba caracteristica auxiliar 'Y (8) se presenta por:
Y =x*G U E, =2 + E. (11)

yengenera:s A= x"B U E, = n+ E;.

Conforme alaformula (8) laelasticidad-precio E,,  estaligada con d 2
de (5b) por larelacion siguiente:

d, =-tE. 12)

Visto (12) lasgraficasde lascaracteristicas 0, , d, rotantambiénconel
tiempo t ® T, ensentidoinversoalasmanecillasdel reloj, pero notienen un
puntofijocomo E, 'y enconsecuenciano pueden ser utilizadosparalamedida
experimental de la volatilidad: aqui esta la ventaja principal de la introduccion
delafuncion auxiliar Y 'y de su elasticidad-precio EY .
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4 Importancia de la caracteristica Y Yy de su elasticidad-precio

Es interesante notar que la caracteristica G de en ecuacion (10) es bien
conociday ampliamente usadapor los brokers demercadosdebienesderivados.
Pero, mientrasque C seacercanaaintroducidaen estearticulofunciénauxiliar,
finalmente esindispensable autilizar lanuevacaracteristica Y paraencontrar
laley de conservacion correspondiente ala solucién «clésicax.

Laimportanciadelafuncion auxiliar Y (7) en el modelo estatambién en

€l hecho que laecuacién de Black Scholes (1) se puede escribir enlaformadela
relacion siguiente entre los «Griegos»:

s? _
_Q+7Y +r(xD-1) =0

con D de(0)y Q © - TV/t. Se constata que introducida arriba
funcién Y define el término central de la ecuacion de Black Scholes, el que
describe la «difusién» en el espacio de precios. Notamos también que

xD = VE,.

Otro lado de laimportancia del pardmetro Y  se manifiesta por el hecho
muy sorprendente que esta funcion se encuentra analiticamente y representala
funcion de Green «actualizada». La encontramos por etapas. Larelacion (9)
permite construir el operador para €l cual la funcién representa una funcién
propia:

BY © as2(T- t)%exi - b
& Tx

u
+InxgY = 1Y (13
a

cuyosvalorespropiosson: | © In K . Lafunciénauxiliar Y 'y lasderivadas

TV, /71N X), TV, /1(In X)? son también |as sol uciones de la ecuacion
deBlack Scholes. El operador B de(13) estden conmutacion con el operador
A delaecuacién de Black Scholes (1) y por |o tanto es un operador de simetria
dedichaecuacion. Por este medio seencuentralarelacion directaentrelaley de
conservacion (9) y el operador de simetria correspondiente (13): véase paralos
detalles nuestro articulo Sukhomlin N. (2004).
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Esféacil resolver laecuacion (13) y sustituir €l resultado en la ecuacion (1).
Al final recibimos la funcién de Green actualizada:

Y (t,x) =

. 2 i
c e<pt- [In(x/K)- bs?(T - t)] . r(T-t)y,(czconSt)

sT-t } 2s (T - t) b (14)

En términosdelasférmulas (8), (12) y delas denotaciones (5) estafuncion
auxiliar se presenta por:

mIEL, 0
rz +r(T-t)y
2 p.(15)

La dltima expresion representa €l valor actualizado del factor:

N 2 ..
c Ey (t,x) i
exp ’|[ - YT s (T - t)}\; en el cual la dependencia del

i

_ d; = Cop i
Y(tX)——eqol 7-5 [V3_t_ |'

I
—

tiempo estadefinidapor laelasticidad E , mientrasque E, = E (t, X)
varia con el tiempo y con los precios.

Es interesante notar que la caracteristica Y en formade lafuncion de

Green actualizada (14) aparece como factor en varias soluciones de |a ecuacion
de Black Scholes. Por ejemplo, en dos clases de nuevas soluciones del articulo
Sukhomlin N. (2004): en la clase de soluciones representadas por la funcién
propia (7)* del operador del precio final (3.b) y en las soluciones particulares
(15). También aparece como factor en la solucion paraddjica de la ecuacion de
Black Scholes que encontramos en el articulo Sukhomlin y Ortiz (2006), etc.

Es oportuno a constatar que después de la transformacion (2) la funcién
(14) se convierte justamente en la bien conocida funcién de Green (solucién
fundamental) de la ecuacién de difusion.

Lasrelaciones(5), (6) y (12) permiten dar otravision delasolucion «clasica»
3):

V,(t,x) = QKF& - EY))e@}tzg—- E ¥ kF(tE, ) U
é T oez2 @ a

* Estareferenciay las dos siguientes se encuentran en Sukhomlin N. (2004).
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Sevuelve quelasolucidn «clasica» se presentatambién como el valor actual
de la expresion entre los corchetes. La elasticidad-precio E, de lafuncion
auxiliar précticamente definedichasolucion. Este hecho seencuentravariasveces
en el modelo de Black-Scholes Sukhomlin, N. (2004) y otra vez manifiesta un
papel importante de la el asticidad-precio EY en el marco de este modelo. Se

notatambién que % E, = (d, + d,)/2t .

5 Ley de conservacion correspondiente a la solucién «clasica»
de Black Scholes

En laelaboracion de laley de conservacion se empieza por la creacion del
operador parael cual lasolucion «clésica»(3) V, (t, X) esunafuncion propia.
Este operador corresponde al (13). Segun la definicion (7) setiene:

é U 2 -
Y = xiéxl -1V, = xzﬂ—zvd o Lv, (19
Tx g fx 0 1x

El operador | estaen conmutacion con el operador A de laecuacion
de Black Scholes (1) y estambién un operador de simetria de laecuacion. Para
encontrar el operador parael cual lasolucion «clasica» esunafuncion propia, se
sustituye (16) en (13) y se aplica el operador inverso |: 1 desdelaizquierda

BV, © (C*BL)V, = 1V,. (17)
Asi encontramos la estructura de dicho operador:

BV, = BV, - 2¢V,d(Inx) - L[V,
Se constata que este operador es lineal e integro-diferencial. Larelacion

(17) permiteescribir laley de conservaci 6n correspondientealasol ucion «cl asica»

V,:
V;BV, © V(L'BL)V, =1 = const.  (18)

Estaigualdad representa otra formade laley de conservacién (9) que fue
escrita en términos de la caracteristica auxiliar 'Y .
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Finalizando esta seccién se calcula la elasticidad-precio de la solucion
«clésica» de Black Scholes o que se denota aveces como la caracteristica \N\:
v ® 1 A(t)F (d,)

S W E, = = , fo 200700 ()
Vv 1- f xF (d,)

Elfactor F (d,) / F (d,) representaunafuncion creciente respecto

con In X, acotada por el nimero uno. De las definiciones (5) se deduce
facilmente unaférmulainteresante que permite presentar el preciodel valor basico
en cualquier momento del tiempo como una expresién actualizada:

x = Kexp{t (d, + d,)/ 2}e "V

Usando ésta tltimaférmulasellegaalaconclusion de quelafuncién f es
decrecienteigual quelaelasticidad E, .

Eq

A
Fig. 2. Gréficadelaeasticidad E,

Laelasticidad E, tiende al valor uno con el crecimiento de x lo que
correspondeaunadelascondicionesdefrontera: V. ~ X S X ® ¥ .
Se notatambién que el sistema es infinitamente el astico para pequefios precios
del valor basico (X ® 0). Lareacion (19) y laFigura2 sugieren que el
model o delaélasticidad constante podriaser fiable solo paral os preciosgrandes
del valor bésico.

En € articulo Sukhomlin N. (2004) se comprueba que la el asticidad-precio
seconservaparalafamiliasiguiente de soluciones particulares delaecuacion de
Black-Scholes:

1

Vi (1, X) = c%”'e(p}—z[(b—l)z— |2]sZ(T-t)§ (I = congt).
|
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Es notable que estas soluciones para diferentes valores del parametro |
contienen entre otros cadauno de dosfactoresdelantelafuncién deladistribucion
normal F (:) delasolucion «cléasica» de Black Scholes (3a). Para
| =1- b setieneel primer factor: V, , = X (C =1) vy para
| =- b setieneel segundo: V., = A(t) (c = K).

6 Conclusion

La solucidn «clasica» de Black Scholes ha sido utilizada ampliamente en
los ltimos 30 afios en | os mercados financi eros de bienes derivados, enlapréctica
de Bolsas de Valores, etc. Mientras que el modelo de Black Scholes sea bien
estudiado, no se conoce ninguna cantidad que se conserva en marco de dicho
modelo.

El problema de busgueda de leyes de conservacién en el marco de dicho
model 0 no es nuevo pero sistematicamentehasido utilizado paralaconstruccién
de nuevas soluciones como es el caso del articulo Sukhomlin N. (2004). En €
articulo actual seconstruyelaley de conservacion correspondientealasolucion
«clésica» de Black Scholes: presentaron implicitamente (9) y explicitamente (18).
Esnatural que describe laconservacion del preciofinal K pactado enlaopcién
lo que eslasuposicion crucia del modelo.

Laimportancia préacticade dichaley de conservacion estaen el hecho que
permite formular un método de evaluacion experimental del cociente de latasa
librederiesgo r y delavolatilidad g ? descrito enlaseccion 3. Laaplicacion
de este método alos datos de laBolsade Valores de Paris CAC 40 end articulo
Sukhomlin N., Jacquinot Ph. (2006).

Paralaconstruccion delamencionadaley de conservacion se vuelve muy
eficaz laintroduccion de lafuncidn auxiliar Y  definida por laférmula (7). La
importancia de esta caracteristica no se reduce al hecho de que ayuda en la
bisguedadelaley deconservacién. Esoportuno sefialar querepresentalafuncion
de Green actualizada (14). Esinteresante que esta funcion se convierte, por la
transformacién (2), en la bien conocida funcién de Green de la ecuacion de
difusion. Ademas se encuentra que dichafuncion auxiliar Y se manifiesta
como factor en gran cantidad de soluciones de |a ecuacion de Black Scholes.
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También se observaque laelasticidad-precio de nuestracaracteristica Y

tiene un papel importante en el marco del modelo de Black-Scholes, define a
estamisma caracteristicay alasolucion «clasica» delaecuacion de Black Scholes,
etc. En laseccion 5 se encuentra el operador para el cual la solucién «clésica»
(3a) esunafuncién propiay se constata que eslineal e integro-diferencial.

Las investigaciones para este articulo fueran financiadas en el marco del
proyecto SEESCYT. El autor agradece a rector de la UASD y ala Escuela de
Fisica por ayuda en la realizacion de investigaciones y también a los arbitros
anénimosy el Coordinador de la Revista Economia Prof. Ismagl Ortiz por las
sugerenciasoportunas.
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