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UN CONTRAEJEMPLO EN TOPOLOGIA

En este trabajo vamos a presentar un ccntraejemplo al! Teorema 2 7
del articule, cuyo autor es el Dr. Robert M <Stephenson, *“itulaocc
"Pseudocompact spaces" y publicado en ia Revista "Transactions of

the American Mathematical Society, Vol. 134 (1968)".

.

En efecto la traduccidn textual del Tecorema en cuyestidn es la si-
guienteﬁ
TEQREMA.

Sea X un espacio completamente regular. Las siguientes proposi-

ciones son equivalentes:
1) X es pseudocomracto.
2) Siempre que X se pueda sumergir en un espacio Y Hausdor*f(rg

gular, completamente regular) y si Y-X es primero contable,

entonces X es un subespacio cerrado de Y.

. . . . . * .
E1 espacio ¥ v su compactificacidn por un punto ¥ (descritos en

el apendice), tienen i1as sicuientes prapiedades:

1} ¥ es pseudocompacrto, primero contabie, completaments reguiar

y Hausdorff.
2) v* es completamente regular, Hausdorff. y,

3) ¥ - ¢y es primero contable.



*
Sin embargo ¥ es un subespacio denso en Y . En consecuencia no

*
puede ser un subespacio cerrado en U

A continuacidén vamos a dar una reformulacién que hace verdadero -

al Teorema anterior.

TEQOREMA 3.1.

Sea X un espacio completamente regular. Las siguiente; proposi

ciones son equivalentes:

1) X es pseudocompacto.

2) Siempre que X se pueda sumergir en un espacio Y Hausdorff
(regular, completamente regular) y si todo z € Y - X posee

un sistema fundamental numerable de vecindades abiertas en Y,

entonces X es un subespacio cerrado de Y.

DEMOSTRACION.

(1) => (2). Supongamos que X no es cerrado en Y. Entonces -
existe un 2z ¢ § - X. Asi z ¢ Y - X. Sea @ un sistema fundamen

tal numerable de vecindades abiertas de z en Y. Asf ¢ = G[X

es una base de filtro numerable abierta en X. Puesto que X es
completamente regular y pseudocompacto entonces o tiene al menos
un punto de adherencia X € X, =entonces x # 2. Ahora bien, como
Y es Hausdorff, entonces existen vecindades disjuntas Uy V en Y,
tales que x ¢ U, z ¢ V. Ahora como Y es completamente reqular

entonces existe una vecindad cerrada V' de 1z, tal que V'c V.



Pero como © es una base local de 2z entonces existe un 9 ¢ ¢ tal

que 8¢ V'C V. Esto implica que x ¢ 8N X lo cual es una contradiccion

(2) => (1). Supongamos que X es un espacio Hausdorff que no es
pseudocompacto. Entonces existe una base de filtro 8 numerable -
y completamente regular que es libre. Sea » un objeto que no per-
tenece a X y sea Y= X VU {=}, y definamos en Y la sigyiente topo
logia: A es abierto en Y si y solo si a) AO X es abierto en

X vy Q si @ ¢ A entonces AN X contiene algin elemento

G e @, El dnico punto de Y-X es o, y ciertamente la familia

{ {=1}UG, 66} es una base local de *=  numerable,de abier-

tos en Y. (Ciertamente X es un subespacio denso en Y.

Veamos que Y es un espacio Hausdorff. Sean p y g en Y. Si -
pyq son elementos de X no hay nada que demostrar pues X es
Hausdorff. Supongamos que p == y qe€ X. Como 6 es una fami=-
1ia completamente regular y libre, entonces existe G ¢ B tal -
que q ¢ G) un G'C G G' € © y una funcidn continua

f . x-» [0,1] tal que .

i
-

f}G,EO y o fleg

Asi G'C f (0) que es un cerrado en X. En consecuencia

6'C §TCf (0 C 6. Luego X - f7(0) y {=}UG' son dos abier-
tos disjuntos en Y aque Separan a p y q respectivamente. Por

lo tanto Y es Hausdorff.



Probemos ahora que Y es completamente regular. Sean p ¢ Y y
A cerrado en Y tal que p ¢ A. Consideremos los siguientes ca-

$OS:

I. Supongamos que p = =, Entonces Ac;_x. Ast Y - A es un
abierto en Y que contiene a o« , luego X-A es un abierto en

X que contiene algin 6 ¢ 6. :

De nuevo como © es completamente regular existe un G' ¢ ¢,

6'C G y una funcién continua f : X+ [0,1] tal que

f‘G' =0 vy f‘X-G = 1.

Sea h : Y » [0,1] wuna funcién definida por

Yyeamos que h es continua.

Sea U un abierto en (0,1] si 0 ¢ U, entonces
h (u) = £(U), =¢h (U), f (U], es abierto en X, lTuego

R (U) es abierto en Y. Si 0O c U entonces = ¢ h*(U) luego

™

R (U) = {=}Q f (U} y h°(UI A X = £7(Ul. Ahora como G' C f (U)

se tiene que h*(U) es abierto en Y.

Por 1o tanto h es continua y separa a A y P.



Supongamos que p # =, y supongamos que v ¢ A, As{ A g X,
Como « { A entonces Y - A es un abhierto en Y que contie-

ne a  asi X - A contiene un G € ©. Pero como © es li-

* *
bre, existe un G € O tal que p ¢ G , y puesto que & es una

base de filtro, entonces existe un G, € © tal que
*
G, CGN 6 . De nuevo como ©O es completamente regular exis-

teun G €66 C 6, yuna funcién continua h : X » lo,1]

121}

tal que h Go 0 y h X-G, : 1.

As{ Goc:h*(ﬂ) y entonces & C h“(G). En consecuencia

p ¢ A*(0)U A.

Como h (0)\W A es un cerrado en X y puesto que X es com-
pletamente reqular existe una funcidn continua f : X » [0,1]

tal que f(p) = 1 vy = 0.

f «
h (Q)V A

Sea o : Y » [0,1] wuna funcién definida por

"
-4

y o(=} = Q.

o'x

Yeamos que o es continua.

Sea U wun abierto en [0,1]‘ si 0 ¢ U. o (U} = £7(U) aque

es un abierto en X y como » ¢ G*LU) entonces o*(U) es a-

bierto en Y. Si 0 < U, entonces

o (U) = {=) U f(u).



Pero como f (U) es abierto en X vy G, C f7LU), se tiene -

que o (U) es abierto en Y.

Por Gltimo si p # o Yy o ¢ A, entonces AN X es cerrado
en X, y por el caso anterior existe una funcién continua

o : Y~ (0,11 tal que o(P) =1 y o(A] = 0.

Por 1o tanto Y es completamente reqular que posaeé X como
un subespacio denso lo cual contradice a (3}. Por lo tanto

X es pseudocompacto.



APENDICE
EL ESPACIO V¥



APENDICE
EL ESPACIO ¥

TEOREMA Al.

Existe una familia 1 infinita, de subconjuntos de N con las si-
guientes propiedades:

1) Si A e I entonces | A | = Xq -
2) Si A, Be , A#8B entonces | AN B | < Xg -

3) L es maximal respecto a las propiedades (1) y (2).

DEMOSTRACION.

Sea p un nimero primo

Consideremos el conjunto

R AT AT

y definamos la familia

= { A i ¥,
d{ p ¢ P primo

La familia ’( es infinita y satisface trivialmente las propieda-

des (1) y (2).

Sea entonces g~ = { 6 | 4/C G y tal que G es una familia de -

subconjuntos de IN que satisface (1} y (2]}.

~
Resulta evidente de la definicidn de ;} que ~ f §. Ordenemos



parcialmente a ;L.por inclusién.

~ ‘
Sea ahora {6,} wuna cadena en __ . Veamos que {8 } tiene una -

. N -
cota superior en 4 . Sea 0 = %}Ba. Como d’C‘Ga para todo a
entonces 4 C 6. Ademds como cada %4 satisface las propieda-

des (1) y (2) del Teorema resulta obvio que © tambi&n las satis

fe. En consecuencia 6 ¢ :l. ¥

Ast po§ el Lema de Zom existe un elemento maximial en :J . Lla-

memos a dicho elemento ﬁ

Sea D = { wE} Eel un nuevo conjunto de puntos distintes y defi
namos
v = NU D,

con la siguiente Topologia: Los puntos de N son aislados y -
cualquier vecindad de Wes €5 cualquier conjunto que contiene
E y todos los elementos de E excepto por un nimero finito de

ellos. Asf E VU { WE} es la compactificaciédn por un punto de E
y IN es obviamente un subespacio denso de w. Por otra parte es

evidente que ¥ satisface el primer axioma de enumerabilidad.

TEOREMA AZ2.

E1 espacio ¢ es Hausdorff.

Sean p y q elementos distintos de ¥. Consideremos los siguien-

tes casos:
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1) Si py q son elementos de [N, entonces {p} y {q} son dos

vecindades disjuntas que 10s separan.

2) Si »p el y q ¢ D, podemos tomar en g el menor entero n
tal que p < n. Asf {p} y {qlu { xeq | n<x1l, son -

vecindades disjuntas que los separan,

3) Si peD yqeD ycomo p #q entonces por hipotesis

|pin q | < X,. Sean entonces my, m,, . . . , m los elemen

tos comunes a ambos conjuntos y supongamos sin perdida de la

generalidad que m, es el mdximo de ellos. Asf

{p} WV P - {mep ]| mc«< L } y

{qgt U q - {neqf nc m

son dos abiertos disjuntos que separan a p y q.

Por 1o tanto ¥ es un espacio Hausdorff.

TEOREMA A3.

E1 espacio ¥ es un espacio localmente compacte.

Sea p e ¥. Consideremos los siguientes casos:

\

1) Si p eIN obviamente una vecindad compacta de p es {p}.

2) Si p e D, entonces el conjunto {p} U »p es una vecindad -

compacta.



En consecuencia ¥ es localmente compacto.

QBSERVACION.

Como ¥ es localmente compacto y Hausdorff entonces ¥ es comple-

tamente regqular.

TEOREMA A4,

Si PCIN y [Pl = x_, entonces existe un we € D tal que

O’
|wEf\ Pl = X, -

DEMOSTRACION.

Supongamos, por el contrario, que para todo W € D.
{wE(\ P i< X4+ Entonces se tiene que P ¢ t , pues de lo contra
rio se tendria que en particular [P N P < Xo 1o cual contradice

el hecho que |pl = X

i/

Consideremos asi la coleccidn (3 = YV [P} Esta coleccidn satis

(2) de Y . Luego por 1a

face obviamente las propiedades (1) vy p

maximalidad de f se tiene que /if L i 1o cual es uyna contradic-
cion.

TEQREMA AS.

Si K es un subespacio compacto de ¥, entonces |k| < X

DEMOSTRACION.

Sea K un subespacio compacto de V. Ahora como cada punto de



1?

y tiene una vecindad abierta numerable ep entonces la coleccién

8 { ep : p e K}, es un cubrimiento abierto de K y como K es

compacto, entonces 8 se puede reducir a un cubrimiento finito &',

por 1o tanto

TEOREMA A6.

El espacio ¥ no es numerable.

DEMOSTRACION.

el ¥
Supongamos que ¢ es numerable. Entonces la familia _ es numera-

ble. Asi digamos que los elementos de f son

E

~y
a—
]
no
e
-
3
~N
~N>
-
——

1 = U nygs

E {n

m m1 * Mm2 }. Ahora como | E, f\Ej] <X v/ itog,

entonces existe un conjunto infinito P ¢ IN tal que
1P E; | =1 para todo ¢ IN. Por el Teorema A4, P ¢ 1 -

En consecuencia la familia gb = %‘J{ P} satisface las propiedades

‘e

Iy ~ . . , v
(1) y (2) de Y y i 7 . o cual contradice la maximalidad de ..

TEOREMA A7.

E1 espacio ¥ es pseudocompacto y no compacto.

DEMOSTRACION.

Puesto que |¥| > x_ entonces por el Teorema A5 ¥ no puede ser -

0



compacto.

Supongamos entonces que V¥ no es pseudocompacto, entonces existe
una funcidn continua f : ¥ >|R no acotada. Ahora bien como N

es denso en V¥ entonces f es no acotada sobre IN. Asf en vir-
tud del Teorema A4 f no es acotada sobre algun elemento E de

f luego f no serfa acotada sobre £ U { e } 1o cual es una

contradiccidn por cuanto & U { "E} es compacto.

Como V¥ es un espacio localmente compacto Hausdorff y no compac-
to, entonces V¥ admite una compartificacibébn por un punto que tam

*
bién es Hausdorff. Denotemos por dicha compactificacién. -

*
En consecuencia ¥ es un espacio completamente regular y Haus-

dorff.
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