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UNA NOTA SOBRE OPERADORES NUCLEARES Y DOMINADOS DEFINIDOS
SOBRE C(2, X)

POR

WILMAN BRITO

RESUMEN. La presente nota, en su primera parte, concierne con los asf 1 1ama
dos operadores nucleares y absolutamente sumantes definidos sobre C(Q,X), el
espacio de Banach de las funciones continuas X-valuadas definidas sobre un
compacto Hausdorff {2, donde X es un espacio de Banach. Probamos que Eﬁ es
un compacto Hausdorff fijo] si Y es un espacio de Banach dado y si cualquier
que sea el espacio de Banach X, las clases AS(C(Q,X), Y) y N(C(2,X),Y) son
idénticas, entonces Y tiene la propiedad de Radon-Nikodym. En la segundapar
te establecemos que si cualquier operador lineal dominado T:C(Q,X) - X es dé

bilmente compacto, entonces X es reflexivo.

1. NOTACIONES Y DEFINICIONES. En todo lo que sigue X e Y denotaran espacios
de Banach sobre el mismo cuerpo K (= IR & C). X* denotard el dual topolégi-~
co de X, mientras que por L(X,Y) se entender3 el espacio de Banach de todos
los operadores (linealesy acotados) T de X en Y dotado de la norma uniforme;
estoes, || T|I| = sup{]| Tx|| : x e X, |[ x|l < 1}. ¢€(2,X) es el espacio de Ba-
nach de todas las funciones continuas definidas sobre @ (espacio compacto

Hausdorff) con valores en X, y con la norma del supremo:
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donde el infimo se elige sohre todas las sucesiones (x;) y Lyn) de X* e
Y respectivamente que satisfacen (2). Si denotamos por N(X,Y) la clase
de todos los operadores nucYeares de X en Y, entonces N(X,Y) es un es-
pacio de Banach bajo la norma nuclear (|P|,3.1.3). M4ds adn, se tienen
las siguientes relaciones ([P], 3.2.5 y 3.2.13)

-

NOGY) < A, Tl Tl e » T & NOX,Y) ©(3)

Un operador lineal acotado T: X+ Y se llama Pietsch integral
si existe una.medida Y-valuada, numerablemente aditiva y de variacidn
acotada G definida sobre los conjuntos de Borel (para la topologia w*)

de la bola unitaria cerrada Bf de X* tal que

Tx = J x*(x) dG{x*) , x e X. (4)
BY

Denotando por PI(X,Y) la clase de los operadores Pietsch integra

les, entonces este resulta ser un espacio de Banach provisto de la nor-

ma

Tl p = 10 6] (Bf), Te PI(X,Y),

donde el fnfimo se toma sobre todas las medidas G que satisfacen (4).

véase (([D-U], pdg. 165).

Se puede demostrar ( [D-U], VI, pdg. 165-176) que

NOXLY) € PHOXGY) € ASOGY)y ITH < T < Tl e s T e NOKY)
(5)




La siguiente definicion se puede ver en [b-Q], pag. 61.

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a
(S, T,u) si para cada medida vectorial G: £ - X u-continua y de variacién aco
tada, existe ge L](u,X) tal que G(E) = IE gdu para todo E € Z. X se dice
que tiene la propiedad de Radon-Nikodjm si X tiene la propiedad de Radon-Niko

kym con respecto a cualquier espacio de medida finita.

El siguiente resultado, el cual puede ser encontrado en [b—U],'VI-h, Teo.

8), serad crucial en la prueba de nuestro primer resultado.

TEOREMA 1 ([b-u], Vl-4, Teo. 8). Un espacio de Banach Y tiene la propiedad
de Radon-Nikodym si y sblo si para todo espacio de Banach X, todo operador
Pietsch-integral de X en Y es nuclear. En este caso, PI(X,Y) y N(X,Y) son

clases idénticas con normas idénticas.

Como hemos sefialado anteriormente N(X,Y).g AS(X,Y), en particular
N(C(R), Y) < As(C(R),Y). Un resultado mis profundo es demostrado en [b-u],

Corolarios 5y 7, pag. 174-175.

COROLARIO 1'. (i) Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces cual -

quier operador absolutamente sumante de C(Q) en X es nuclear con

Tl e = [l 7]l .- En consecuencia, PI(C(2),X), As(C(),X) vy N(C(R),X) son

clases idénticas con normas idénticas.

ii) E) espacio X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y s6lo si para todo

espacio compacto de Hausdorff 2, todo operador absolutamente sumante deC (Q)

en X es nuclear.

Vamos ahora a probar un resultado parcial a (ii) del Corolario 1', cuan-

do reemplazamos C(Q) por C(Q,X); especificamente tenemos:
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TEOREMA 2. Sean { un espacio Hausdorff compacto e Y un espacio de Banach. Si
para cualquier espacio de Banach X, las clases AS(C(,X),Y) y N(X(2,X),Y) son

idénticas, entonces Y tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

PRUEBA. Supohga que para todo espacio de Banach X las clases AS(C(Q,X),Y) vy
N(X(2,X),Y) son idénticas. Nos proponemos demostrar que, en este caso, AS(X,Y)
y N(X,Y) son clases idénticas. En efecto, como N(X,Y) € AS(X,Y) sélo nos res-
ta demostrar que AS(X,Y) € N(X,Y). Sea L € AS(X,Y). Dado t, €% AR fijo,
elijamos una g € C(R) tal que g(to) = 1, y definase ahora S : c(2,X) » X por
so(f) = f(to) para todo f € C(Q,X). Ya que L e AS(X,Y) vy S, es lineal acota
do, entonces el operador T: C(Q,X) > Y definido por T= L o S, es abso lutamen

te sumante y asi, por hipdtesis, nuclear. Escojamos entonces sucesiones ((%*)

en C(2,X)* y (yn) en Y de modo que

[o 0]

AR CARCRAR

=1 n

] v (F) y ., fe CQ,X).

Wt~ 8

Para cada n = 1,2,..., definamos X% ;X > K poniendo X3 (x) = w:(xg), x€ X.

entonces (<) € X, y yaaue ||l < [[ufll oll, » L6 = T(x@), x e X
se Ssigue que

0 <«

E] Ix g lf<e vy LG =n£] x (x)y ., xeX

Esto prueba que L es nuclear, por lo que AS(X,Y) y N(X,Y) son clases idénti-
cas. Por (5) se concluye que PI(X,Y) y N(X,Y) son clases idénticas para todo
espacio de Banach X. Un 1lamado al Teorema 1, nos revela entonces que Y tie-

ne la propiedad de Radon-Nikodym. Esto termina la prueba.

2. Un resultado de Batt and Berg ([B-B], Teo. 8 establece que si X es re -

flexivo, entonces cualquier operador lineal dominado T de C(Q,X)
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en otro espac:o de Banach Y es débilmente compacto. Aquf observamos
que si cualquier operador lineal dominado T: C(Q,X) > X es débilmente

compacto, entonces X es reflexivo.

Recordemos que un operador lineal acotado T: C(Q,X) > Y se dice
dominado si existe una medida de Borel regular no-negativa p definida

sobre @ tal que
Il T£ ] :J | £0t) ]| du(t), £ e c(QX),
Q

y un T € L(X,Y) se dice debilmente compacto si T transforma subconjun
tos norma-acotados de X en su conjuntos débilmente relativamente compac-

tos de Y.

TEOREMA 3. Si cada operador lineal dominado T: C(R,X) * X es débilmen-

te compacto, entonces X es reflexivo,

PRUEBA. Sea t, ety fijo, y escojamos una ¢ ¢ C(Q) tal que ¢>(to)=1.
Definiendo T: C(Q,X) » X mediante T(f) = f(to), f ¢ C(Q,X) vemos que

T es dominado, ya que || Tf|| = fﬂ [| £(t) || dé, (t), f e C(R,X), donde
0

6, es la medida de Dirac concentrado en ty- Por hipdtesis, T es débil
0 ; -
mente compacto y como el conjunto A = {x¢ : |/ x]|< 1} es norma-acota-

do en C€(Q,X) se sigue que TA = {x : |[ x|l <1} es débilimente relativa
mente compacto y, por lo tanto, débilmente compacto. Por un resultado

~

bién conocido, se tiene que X es reflexivo. .

3. Un resultado de Swartz ([S], Teo. 12) establece que un operador 1i -




